Induksi Matematika

Sesi 02-03

Definisi & Fungsi

¢ Metoda pembuktian yang baku di dalam matematika.

* Digunakan untuk membuktikan pernyataan perihal bilangan bulat
positif.

® Dapat mengurangi pembuktian bahwa semua bilangan bulat positif

termasuk ke dalam suatu himpunan kebenaran dengan jumlah
langkah terbatas
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Prinsip Induksi Matematika

Sederhana

* Misalkan p(n) adalah pernyataan perihal bilangan bulat positif
dan kita ingin membuktikan bahwa p(n) benar untuk semua
bilangan bulat positif n. untuk membuktikan pernyataan ini,
kita hanya perlu membuktikan bahwa :

1. Langkah 1 : P(1) benar/terdefinisi = Basis Induksi, dan
2. Langkah 2 : Untuk semua bilangan bulat positif n 2 1, jika p(n)
benar maka p(n+1) juga benar > Hipotesis Induksi

* Bila kita sudah menunjukkan kedua langkah tersebut benar maka
kita sudah membuktikan bahwa p(n) benar untuk semua bilangan
bulat positif n




Contoh

* Tunjukkan bahwa jumlah n buah bilangan ganjil positif pertama adalah n? melalui

induksi matematik.

Penyelesaian

1. Langkah I(Basis induksi): Untuk n = 1, kita peroleh jumlah satu buah bilangan
ganjil positif pertama adalah 12 = 1. Ini benar karena jumlah satu buah bilangan
ganjil positif pertama adalah 1

2. Langkah 2 (Hipotesis induksi): Andaikan untuk n > 1 pernyataan 1 +3 +5 + ..

+ (2n— 1) =n’ adalah benar [bilangan ganjil positif ke-n adalah (2n — 1)].
Kita harus memperlihatkan bahwa 1+3+5+ ...+ @n—1)+@n+1)=(@
+ 1)’ juga benar.
Hal ini dapat kita tunjukkan sebagai berikut:
14345+ . +On-D)+@n+1)=[1+3+5+...+Q2n—1)]+2n+1)
=n’+(@2n+1)
=nl+2n+1
= (n+ 1) > benar
Karena langkah 1 dan langkah 2 keduanya telah dibuktikan benar, maka jumlah n
buah bilangan ganjil positif pertama adalah n’ .
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Prinsip Induksi yang Dirampatkan

Misalkan p(n) adalah pernyataan perihal bilangan bulat dan kita
ingin membuktikan bahwa p(n) benar untuk semua bilangan bulat
n2n,.

Untuk membuktikan ini, kita hanya perlu menunjukkan bahwa:
1. Basis Induksi: p(n,) benar, dan

2. Hipotesis Induksi : Untuk semua bilangan bulat n 2 ny, jika p(n)
benar maka p(n+1) juga benar

Contoh

© Tunjukkan bahwa untuk n> 1, 1+2+3+...+n = n (n+1) / 2 melalui induksi matematik.
* Penyelesaian
1. Langkah 1(Basis induksi ): Untuk n = 1, kita perolch 1 = 1 (141) / 2.
1=1(1+1)/2=1(2)/2=2/2=1-> benar dan terdef
2. Langkah 2 (Hipotesis induksi) : Andaikan bahwa untukn =1, 1+2+3 +... +n=n(n+1) /2
adalah benar (hipotesi induksi).
Kita harus menunjukkan bahwa
14243+, +n+@+1) =@+ [(+1) + 1)] /2 juga benar.
Untuk membuktikan ini, tunjukkan bahwa
14243+ 40+ @) =(1+2+3+ . +n)+@tl)
=[n@+l)/ 2]+ @t1)
=[@+n)/2]+@+1)
=[m+n)/2]+[@n+2)/2]
=@ +3n+2)/2
=@+ @+2)/2
=[(m+1)(@+1)+1]/2- benar
Karena langkah 1 dan langkah 2 keduanya telah dibuktikan benar, maka untuk semua
bilangan bulat positif n terbukti 1+2+3% ... +n =n(+1)/ 2.
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Contoh

® Buktikan bahwa semua bilangan berbentuk 7-2" dapat dibagi oleh 5
untuk setiap n bilangan asli.

o Solusi:  Pemyataan yang akan dibuktikan adalah

P,: 7" —2" dapat dibagi oleh 5

Py adalah benar sebab 7' — 2! = 5. Selanjutnya, kita asumsikan bahwa P, adalah benar.
Dengan asumsi ini kita akan menyelidiki kebenaran pernyataan P,., . Untuk itu, kita
perhatikan bahwa

7 gmHl _ g gm 79" 72"~ 20"
= 707" —2")+ 52"
= 7(5m)+5.2" m e N (asumsi P, benar)
= 5(m+2m)

Karena 7m + 2" bilangan asli, maka dari kesamaan terakhir kita dapat menyim-pulkan

bahwa 7”1 2" dapat dibagi dengan 5. Dengan kata lain, pernyataan P,.; adalah
benar

° Dengan demikian, bilangan berbentuk 7" —2" dapat dibagi oleh 5 untuk setiap n
\ bilangan asli
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